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àññìîòðåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó íåëèíåéíîñòüþ è ñèì-
ìåòðèåé äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îñîáåííîå âíèìàíèå óäåëåíî
ñóùåñòâåííîé (íå èìåþùåé õàðàêòåðà ìàëûõ âîçìóùåíèé)
íåëèíåéíîñòè, êîãäà âîîáùå íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîãî îíà.
Òàêàÿ íåëèíåéíîñòü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òåõ íåëè-
íåéíîñòåé, êîòîðûå çàäàþòñÿ íåëèíåéíûìè ïîïðàâêàìè, íà-
ëîæåííûìè íà íåêîòîðûé ëèíåéíûé îí. Â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå íàøè èäåè ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì è ðàçâèòèåì ïîäõî-
äà, ïîëîæåííîãî Áîðíîì è Èíåëüäîì â îñíîâó ñâîåé ýëåê-
òðîäèíàìèêè, à òàêæå ñõåì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Îñîáåííî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ àèííûå ñèììåòðèè
ñòåïåíåé ñâîáîäû è äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè. àññìîòðåíû ìå-
õàíè÷åñêèå ãåîäåçè÷åñêèå ìîäåëè, ãäå óïðóãàÿ äèíàìèêà òåëà
ñîñðåäîòî÷åíà íå â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à èñêëþ÷èòåëü-
íî â àèííî-èíâàðèàíòíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ò.å. â
àèííî-èíâàðèàíòíûõ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðàõ íà êîíèãó-
ðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòî íàïîìèíà-
åò èäåþ, çàêëþ÷¼ííóþ â âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå Ìîïåðòþè.
àññìîòðåíà òàêæå äèíàìèêà ïîëåé ëèíåéíûõ áàçèñîâ, èí-
âàðèàíòíàÿ ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîé ãðóïïû âíóòðåííèõ ñèì-
ìåòðèé. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèå ìîäåëè àâòîìàòè÷åñêè èìåþò
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ñòðóêòóðó îáîáù¼ííîé ìîäåëè Áîðíà-Èíåëüäà. Ýòîò àêò
ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïîäòâåðæäåíèåì èäåé, âïåðâûå ïðåäëîæåí-
íûõ Áîðíîì è Èíåëüäîì. àññìîòðåííûå ìîäåëè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â òåîðèè íåëèíåéíîé óïðóãîñòè è â ìåõàíèêå
ðåëÿòèâèñòñêèõ ñðåä ñî ñòðóêòóðîé. Îíè òàêæå ìîãóò ïðè-
âåñòè íàñ ê íåêîòîðûì àëüòåðíàòèâíûì ìîäåëÿì â òåîðèè
ãðàâèòàöèè. Êðîìå òîãî ñóùåñòâóåò èíòåðåñíàÿ âçàèìîñâÿçü
ìåæäó ýòèìè ìîäåëÿìè è òåîðèåé íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóå-
ìûõ öåïî÷åê.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíîñòü, ñèììåòðèÿ, íå èìåþùèå
õàðàêòåðà ìàëûõ âîçìóùåíèé ìîäåëè, àèííàÿ èíâàðèàíò-
íîñòü, íåëèíåéíîñòü Áîðíà-Èíåëüäà, àèííî-òâ¼ðäûå òåëà,
ðåëÿòèâèñòñêèå ñðåäû ñî ñòðóêòóðîé, âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâî-
áîäû.
1. Áåç íåëèíåéíîñòè íåò æèçíè. Êàê èçâåñòíî, áèîëîãè-
÷åñêèå ñèñòåìû ðàáîòàþò â ãîìåîñòàòè÷åñêèõ öèêëè÷åñêèõ ðå-
æèìàõ. Îíè ïðîâîäÿò ñâîþ æèçíü â îêðåñòíîñòÿõ óñòîé÷èâûõ
ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòî âîçìîæíî ëèøü äëÿ
îáúåêòîâ, óïðàâëÿåìûõ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìà-
ìè
dxi
dt
= f i
(
x1, . . . , xn
)
, (1.1)
ãäå i = 1, . . . , n è xi  ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå èõ ñîñòîÿíèå.
èñ. 1
2
Äðóãîé, áûòü ìîæåò òðèâèàëüíûé, íî ïðàêòè÷åñêè î÷åíü
âàæíûé ïðèìåð  ýòî òåïëîâîå ðàñøèðåíèå òåë. Îòòàëêèâàþ-
ùàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà èìååò íåïà-
ðàáîëè÷åñêèé âèä, îáû÷íî ñ îñîáåííîñòüþ â r = 0. Ýòèì îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåïëîâîå ðàñøèðåíèå:
èñ. 2
Ëèíåéíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âïîëíå èíòåãðè-
ðóåìûìè, è ïîýòîìó â íèõ íåò ñòîõàñòèçàöèè ýíåðãèè, ò.å. íåò
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû.
Âñå óíäàìåíòàëüíûå òåîðèè ïîëÿ íåëèíåéíû. Íåêâàäðà-
òè÷íûå ñëàãàåìûå â èõ ëàãðàíæèàíàõ îáû÷íî îïèñûâàþò âçà-
èìîäåéñòâèå ìåæäó ïîëÿìè. Ñèñòåìû ïîëåé  ýëåìåíòû íåêî-
òîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà H . Â ðàìêàõ ëèíåéíûõ òåîðèé
ïîëÿ óðàâíåíèÿ ñèìâîëè÷åñêè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îäíîðîä-
íîì âèäå
LΨ = 0 (1.2)
èëè, êîãäà çàäàíû îïðåäåë¼ííûå âíåøíèå èñòî÷íèêè f (êàê
íåêîòîðûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà H),  â íåîäíîðîäíîì âèäå
LΨ = f, (1.3)
ãäå L  ëèíåéíûé îïåðàòîð.
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Êàê ïðàâèëî, â íàèáîëåå óïîòðåáëÿåìûõ íåëèíåéíûõ òåîðè-
ÿõ ïîëÿ óðàâíåíèÿ èìåþò âèä
LΨ +N (ε,Ψ) = 0, (1.4)
ãäå L  ëèíåéíàÿ "îñíîâà", à ñàì íåëèíåéíûé îïåðàòîð N äî-
ïîëíèòåëüíî çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ε. Ýòîò ïàðàìåòð
îòâå÷àåò çà íåëèíåéíîñòü, òàê ÷òî N (0,Ψ) = 0. Îáû÷íî ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ çàäà÷à, ò.å. òà çàäà÷à, êîòîðàÿ îòâå÷àåò
çíà÷åíèþ ε = 0, òàê èëè èíà÷å "ðàçðåøèìà", è ðåøåíèå íåëè-
íåéíîé ìîäåëè ïðåäñòàâèìî â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ
Ψ =
∞∑
n=0
εnΨn. (1.5)
Òàêàÿ ïðîöåäóðà, åñëè è ýåêòèâíà, òî òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà íåëèíåéíûé îïåðàòîð N ñàì äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ,
N (ε,Ψ) =
∞∑
n=0
εnNn (Ψ) . (1.6)
Îòïðàâëÿÿñü îò Ψ0, êàê îò ÷åãî-òî "èçâåñòíîãî", îáû÷íî ïû-
òàþòñÿ "ðåøèòü" èåðàðõèþ óðàâíåíèé äëÿ Ψn, ïîëàãàÿ øàã
çà øàãîì ðàâíûìè íóëþ ÷ëåíû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïå-
íÿõ ε. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ïðîöåäóðà äîâîëüíî ðèñêîâàííà
è íåíàä¼æíà  ïîëó÷àþùèåñÿ ðåøåíèÿ èìåþò ñèìâîëè÷åñêèé
âèä îðìàëüíûõ ðÿäîâ, âîïðîñû ñõîäèìîñòè êîòîðûõ ê ðåøå-
íèþ èñõîäíîé çàäà÷è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Â ïðèíöèïå, òàêàÿ ïðîöåäóðà ðàáîòàåò äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
è ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé, íî çà÷àñòóþ òåðïèò íåóäà÷ó ïðè îïè-
ñàíèè ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé.
Â ëàãðàíæåâûõ òåîðèÿõ ïðèìåíÿþò ðàçëîæåíèÿ óíêöèé
Ëàãðàíæà
L (Ψ, ∂Ψ) =
∞∑
n=0
εnLn (Ψ, ∂Ψ) , (1.7)
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ãäå äëÿ n > 2 âñå ñëàãàåìûå Ln  ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé âûøå
÷åì 2 (ëèíåéíàÿ îñíîâà) îò àðãóìåíòîâ (Ψ, ∂Ψ). Â òàêèõ ñëó-
÷àÿõ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî íåëèíåéíîñòü, èìåþùàÿ
õàðàêòåð âîçìóùåíèé. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ áóäåì ãîâî-
ðèòü î ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè (ÑÍË).
Èìååòñÿ íå÷òî èñêóññòâåííîå è "ðóêîòâîðíîå" â òàêîãî ðîäà
íåëèíåéíîñòÿõ, õîòÿ ñðåäè íèõ èìåþòñÿ è òàêèå, êîòîðûå õîðî-
øî (à èíîãäà è î÷åíü õîðîøî) ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàìè.
Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò òàêæå õîðîøî îïðåäåë¼ííûå ìîäåëè,
â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòè íå èìåþò õàðàêòåðà âîçìóùåíèé. Â
ýòèõ ìîäåëÿõ, ìîòèâèðîâàííûõ íåêîòîðûìè èäåÿìè ñèììåòðèè
[1], íåò êàêîé áû òî íè áûëî ëèíåéíîé îñíîâû, ïîðîæä¼ííîé
êâàäðàòè÷íîé óíêöèåé Ëàãðàíæà. Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê
èõ îáñóæäåíèþ, ëèøü äëÿ ñðàâíåíèÿ è ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ íà-
ïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå õîðîøî ðàáîòàþùèå ìîäåëè, èìå-
þùèå õàðàêòåð âîçìóùåíèé.
2. Ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâèåì îïðåäåëÿþùåãî ìà-
òåðèþ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ Êëåéíà-îðäîíà è îïðåäåëÿ-
þùåãî èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ òàêèõ
ñèñòåì ëàãðàíæèàí èìååò ñëåäóþùèé âèä:
L = gµνDµΨDνΨ
√
|g| −m2ΨΨ
√
|g| −
1
4
gµαgνβFµνFαβ
√
|g|, (2.1)
ãäå gµν  êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, g
 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èõ êîýèöèåíòîâ, ò.å. g = det [gµν ],
Aµ  êîâåêòîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà, Fµν  òåíçîð
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (2.2)
è
DµΨ = ∂µΨ+ ieAµΨ, (2.3)
ãäå e  ïîñòîÿííàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ (ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä â íà-
òóðàëüíûõ åäèíèöàõ). Ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå ïî
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e, îòâå÷àþùèå çà íåëèíåéíîñòè òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíåé â
óíêöèè Ëàãðàíæà L (ò.å. êâàäðàòè÷íûé è êóáè÷åñêèé âêëàäû
â ïîëåâûå óðàâíåíèÿ), ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä
iegµνAµ
(
Ψ∂νΨ−Ψ∂νΨ
)√
|g| = gµνAµjν = Aµj
µ, (2.4)
e2gµνAµAνΨΨ
√
|g|. (2.5)
3. Ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâèåì îïðåäåëÿþùåãî èçëó-
÷åíèå ïîëÿ Ìàêñâåëëà è îïðåäåëÿþùåãî åðìèîííóþ
ìàòåðèþ ïîëÿ Äèðàêà. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
L =
i
2
eµA
(
Ψ˜γADµΨ−
(
DµΨ˜
)
γAΨ
)√
|g|
− mΨ˜Ψ
√
|g| −
1
4
gµαgνβFµνFαβ
√
|g|. (3.1)
Èñïîëüçóåìûå çäåñü ñèìâîëû èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:
• eµA  êîìïîíåíòû íåãîëîíîìíîãî ïîëÿ ðåïåðîâ, îðòîíîð-
ìàëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó g. Èõ èñ-
ïîëüçóþò äëÿ òîãî, ÷òîáû îñóùåñòâèòü îïèñàíèå â êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ è ñäåëàòü âîçìîæíûì ãëàäêèé
ïåðåõîä ê èñêðèâë¼ííîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè, òàê, ÷òî
gµνe
µ
Ae
ν
B = ηAB, [ηAB] = diag (1,−1,−1,−1) , (3.2)
ãäå η  ýòî ïëîñêàÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî â R4, à íå â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
• γA  ìàòðèöû Äèðàêà. Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó àí-
òèêîììóòàòèâíîñòè
γAγB + γBγA = 2ηAB (3.3)
è ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè ïî îòíîøåíèþ ê ïîëóòîðàëèíåé-
íîìó ýðìèòîâó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ G íåéòðàëüíîé
ñèãíàòóðû:
ΓArs = ΓAsr = Grzγ
Az
s, [Grs] = diag (1, 1,−1,−1) . (3.4)
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• ñîïðÿæ¼ííûé áèñïèíîð Ψ˜ îïðåäåë¼í êàê
Ψ˜r = Ψ
s
Gsr. (3.5)
• êîâàðèàíòíîå äèåðåíöèðîâàíèå áèñïèíîðîâ çàäà¼òñÿ
ñîîòíîøåíèåì
DµΨ = ∂µΨ+ ωµΨ (3.6)
ñî ñâÿçíîñòüþ
ωµ =
1
8
ΓKLµ = −
1
8
ΓLKµ =
1
8
ηKMΓ
M
Lµ (3.7)
à ΓKLµ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé g-ñâÿçíîñòè
èìàíà-Êàðòàíà êàê
Γαβµ = e
α
AΓ
A
Bµe
B
β + e
α
Ae
A
β,µ, (3.8)
òàê ÷òî
∇[Γ]g = 0, (3.9)
è eAα  êîìïîíåíòû äâîéñòâåííîé êîòåòðàäû,
eAαe
α
B = δ
A
B. (3.10)
• Ëàãðàíæèàí êóáè÷åí ïî ïîëåâûì ïåðåìåííûì, ïîëåâûå
óðàâíåíèÿ êâàäðàòè÷íû ïî (A,Ψ).
Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð áûë èêñè-
ðîâàííîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé. Ýòî ñâîäèò ãðóïïó ñèììåòðèé
ê ãðóïïå èçîìåòðèé, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ g. Èç
èêñèðîâàííîñòè ìåòðèêè g ñëåäóåò, ÷òî íåëèíåéíîñòü ìîäåëè,
ïóñòü äàæå è ñèëüíàÿ, íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñóùåñòâåííîé. Ïðè-
÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåòðèêà g, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïëîòíîñòåé èç äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
è èõ ïðîèçâîäíûõ, ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ýëåìåíòîì,
èêñèðîâàííûì ðàç è íàâñåãäà.
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4. ðàâèòàöèîííàÿ òåîðèÿ êàê ñóùåñòâåííî íåëèíåé-
íàÿ ìîäåëü. Ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ ìåíÿåòñÿ, êîãäà ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êàê äèíàìè÷åñêóþ âåëè÷èíó,
îïèñûâàþùóþ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Òåïåðü áîëüøå íåò îáú-
åêòà, çàèêñèðîâàííîãî èçâíå, âñ¼ äîëæíî áûòü ïîñòðîåíî èç
ìåòðèêè g, è èç-çà ýòîãî òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé ïî ñó-
ùåñòâó, à íå çà ñ÷¼ò ìàëûõ âîçìóùåíèé [2, 3].
Àíàëèòè÷åñêè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëåí ñèììåòðè÷-
íûì ìåòðè÷åñêèì ïîëåì gµν (x
α) , çàâèñÿùèì îò ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò. Ïåðâàÿ, î÷åíü íàèâíàÿ èäåÿ ïîñòðî-
èòü èç ìåòðèêè gµν è å¼ ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðóþ, ñâîáîäíóþ îò
èíäåêñîâ âåëè÷èíó, ìîæåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
gµκgνλgαβgµν,αgκλ,β. (4.1)
Îäíàêî íà îáùåì, íå îáëàäàþùåì ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèè ýòî
âûðàæåíèå áóäåò ïîëíîñòüþ ëèøåíî ñìûñëà. Ýòà âåëè÷èíà íå
ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, òàêæå êàê è âåëè÷èíà
gµκgνλgαβgµν,αgκλ,β
√
|g| (4.2)
íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòüþ. Ýéíøòåéí, áóäó÷è ìîòèâè-
ðîâàí õîðîøèìè èçè÷åñêèìè èäåÿìè, ïðîâ¼ë, òåì íå ìåíåå,
ìíîãî ëåò, áîðÿñü ñ ïðîáëåìàìè, ïîäîáíûìè äàííîé. Òî÷íîå ðå-
øåíèå áûëî íàéäåíî èëüáåðòîì, êîòîðûé îïèðàëñÿ íà ñâî¼ ãëó-
áîêîå ïîíèìàíèå ìàòåìàòèêè è ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïðîöåäóðà òàêîâà: ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g ïî-
ðîæäàåò ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà{
µ
νκ
}
=
1
2
gµα (gαν,κ + gακ,ν − gνκ,α) . (4.3)
Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå, íà å¼ îñíîâå âîçíèêàþò ñëå-
äóþùèå ïðîìåæóòî÷íûå îáúåêòû: òåíçîð ðèìàíîâîé êðèâèçíû
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Rαβµν , òåíçîð è÷÷è Rµν = R
α
µαν è, íàêîíåö, ñêàëÿðíàÿ êðèâèç-
íà R = gµνRµν . Ïîñëå ýòîãî ñòðîÿò ñêàëÿðíóþ ïëîòíîñòü âåñà
îäèí  âåëè÷èíó
R
√
|g|. (4.4)
Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì îò ïåðâûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Ñëàãàåìûå â ( 4.2) è ( 4.4), ñîäåðæàùèå âòîðûå ïðîèç-
âîäíûå, îòëè÷àþòñÿ íà ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ. Ýòà äèâåðãåíöèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòüþ, íî îíà íå ñêàçûâàåòñÿ íà
óðàâíåíèÿõ ïîëÿ. Âàæíîå ïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â âû-
ðàæåíèÿõ ( 4.2) è ( 4.4) äëÿ ñâ¼ðòêè èíäåêñîâ íå èñïîëüçóþòñÿ
íèêàêèå "íå-äèíàìè÷åñêèå" âåëè÷èíû. Èç-çà ýòîãî ïîÿâëÿþò-
ñÿ äâà âàæíûõ ñâîéñòâà: ëàãðàíæèàí è ðåçóëüòèðóþùèå óðàâ-
íåíèÿ ïîëÿ îáùåêîâàðèàíòíû, ò.å. èíâàðèàíòíû ïîä äåéñòâèåì
âñåé ãðóïïû
DiffM ⊂ BijM (4.5)
äèåîìîðèçìîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ
M íà ñåáÿ. Ýòà êðàéíå âûñîêàÿ ñèììåòðèÿ è î÷åíü ñèëüíàÿ
íåëèíåéíîñòü, íå ïðîèñõîäÿùàÿ èç âîçìóùåíèé, ñîîòíîñÿòñÿ
äðóã ñ äðóãîì [2, 3].
5. Ìîäåëü Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî
çäåñü äîïóñòèìî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ
êðó÷åíèåì, èëè òî÷íåå, íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ñâÿç-
íîñòü Ëåâè-×èâèòà. Êàê ðàç íàîáîðîò, â äàííûõ óñëîâèÿõ äîñòà-
òî÷íî åñòåñòâåííûì áóäåò èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè Ýéíøòåéíà-
Êàðòàíà. Òîãäà àèííàÿ ñâÿçíîñòü Γ îêàçûâàåòñÿ ìåòðè÷å-
ñêîé
∇µgαβ = 0, (5.1)
íî íåîáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íîé, ò.å. êðó÷åíèå
Sλµν =
1
2
(
Γλµν − Γ
λ
νµ
)
(5.2)
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íå îáÿçàíî îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
Γλµν =
{
λ
µν
}
+Kλµν =
{
λ
µν
}
+ Sλµν + Sµν
λ + Sνµ
λ. (5.3)
Âû÷èñëÿÿ ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó R ýòîé ñâÿçíîñòè, ïîëó÷èì
ëàãðàíæèàí ìîäåëè Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà
LEC = R [g,Γ]
√
|g|, (5.4)
ãäå âñå èíäåêñû òåíçîðà ñâ¼ðíóòû, ïîäíÿòû èëè îïóùåíû ñ ïî-
ìîùüþ ìåòðèêè g. Òåíçîðíóþ âåëè÷èíó K îáû÷íî íàçûâàþò
òåíçîðîì êîíòîðñèè. Î÷åâèäíî ìîäåëü òàêæå îáùåêîâàðèàíòíà
è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíà (ÑÍË), òàê êàê íèêàêèå èêñèðîâàí-
íûå äîïîëíèòåëüíûå îáúåêòû íå ïîÿâëÿþòñÿ â LEC.
Íóæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèé ìîìåíò. "Ïàðàçèòíûå" ñëàãàå-
ìûå â ëàãðàíæèàíå, ñîäåðæàùåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ïîëå-
âûõ ïåðåìåííûõ, ìîãóò áûòü óäàëåíû èíâàðèàíòíûì îáðàçîì,
åñëè â êà÷åñòâå óíäàìåíòàëüíûõ âåëè÷èí âìåñòî ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà èñïîëüçîâàòü ïîëå òåòðàä (ïîëå ëèíåéíûõ áàçèñîâ) íà
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ìíîãîîáðàçèè M . Ìåæäó ïðî÷èì,
ýòî íåîáõîäèìî, åñëè ìû õîòèì âêëþ÷èòü â îáùåðåëÿòèâèñòñêèå
ðàìêè ñïèíîðíûå ïîëÿ, ò.å. åðìèîííóþ ìàòåðèþ. È îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî âñëåäñòâèå ýòîãî ïîÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå íîâûå èäåè,
êàñàþùèåñÿ ñâÿçè ìåæäó ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòüþ è èíâà-
ðèàíòíîñòüþ. Â òî æå âðåìÿ, òàêàÿ çàäà÷à èìååò ìíîãî îáùåãî
ñ ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêîé ñïëîøíîé ñðåäû.
6. Ìåòîä òåòðàäíîãî ïîëÿ [4, 5]. Ïóñòü M  n-ìåðíîå
"ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå" ìíîãîîáðàçèå. Ñïåöèàëüíîå çíà-
÷åíèå èçè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè n = 4 çäåñü íåñóùåñòâåííî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M ïàðàëëåëèçóåìî, ò.å. äî-
ïóñêàåò ãëàäêîå ïîëå ëèíåéíûõ áàçèñîâ (íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì
êîîðäèíàò).
ëàâíûé ðàññëî¼ííûé ïó÷îê ëèíåéíûõ áàçèñîâ áóäåò îáî-
çíà÷åí FM. Î÷åâèäíî, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîîáðàçèå
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ðàçìåðíîñòè n(n+1). Ïóñòü e = (. . . , eA, . . .) îáîçíà÷àåò ïîëå ëè-
íåéíûõ áàçèñîâ, ò.å. ñå÷åíèå FM íàä M . Äâîéñòâåííîå ïîëå êî-
áàçèñîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: e˜ =
(
. . . , eA, . . .
)
.
Åñëè íåò îïàñíîñòè, ÷òî ìîãóò âîçíèêíóòü êàêèå-òî íåäîðàçó-
ìåíèÿ, ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ïî íàïèñàíèþ âåëè÷èíû e è e˜
è áóäåì ïðîñòî èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêèå ñèìâîëû eµA, e
A
µ,
ãäå 〈
eA, eB
〉
= eAµe
µ
B = δ
A
B. (6.1)
Ïîëå e ïîðîæäàåò òåëåïàðàëëåëüíóþ ñâÿçíîñòü Γtel[e], êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì òåì óñëîâèåì, ÷òî âñå eA (è
àâòîìàòè÷åñêè  eA) ïàðàëëåëüíû,
∇eA = 0, ∇e
A = 0. (6.2)
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
Γtel[e]
λ
µν = e
λ
Ae
A
µ,ν . (6.3)
Ýòà ñâÿçíîñòü èìååò îáðàùàþùóþñÿ â íóëü êðèâèçíó, íî å¼ êðó-
÷åíèå â îáùåì ñëó÷àå íåíóëåâîå. Îíà èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ
çàäà÷àõ òåîðèè äèñëîêàöèé. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â ñìûñëå
Γtel[e] î÷åâèäíî íå çàâèñèò îò ïóòè. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íåêî-
òîðîãî âåêòîðà u èç òî÷êè a ∈M â òî÷êó b ∈M ñîñòîèò â òîì,
÷òî â òî÷êå b áåðóò âåêòîð v ∈ TbM, êîòîðûé â ëîêàëüíî íåãî-
ëîíîìíîì áàçèñå èìååò òå æå êîìïîíåíòû, ÷òî è u,
u = xAeA(a), v = x
AeA(b). (6.4)
Îáñóæäàåìûå íèæå òåòðàäíûå ìåòîäû, êàê óæå ãîâîðèëîñü,
íåîáõîäèìû äëÿ îáùåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñïèíîðîâ. È êðîìå
òîãî, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîãî êîí-
òèíóóìà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ýòîì îïèñà-
íèè íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íîé èçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, ïîòîìó ÷òî
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îí ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ âåëè÷èíà èç ïîëÿ ëèíåéíûõ
áàçèñîâ e,
g = ηABe
A ⊗ eB, ò.å. gµν = ηABe
A
µe
B
ν , (6.5)
ãäå η  ïîñòîÿííàÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî âRn. Òåì ñàìûì áàçèñ
e àâòîìàòè÷åñêè η-îðòîíîðìàëåí,
g (eA, eB) = gµνe
µ
Ae
ν
B = ηAB. (6.6)
ðóïïà GL(n,R), ò.å. ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà FM , äåéñòâóåò åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì íà FM è F ∗M . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ìíîãî-
îáðàçèÿõ áàçèñîâ è êî-áàçèñîâ äëÿ L ∈ GL(n,R) èìååì
FM ∋ e = (. . . , eA, . . .) 7→ eL =
(
. . . , eBL
B
A, . . .
)
, (6.7)
F ∗M ∋ e˜ =
(
. . . , eA, . . .
)
7→ e˜L =
(
. . . , L−1ABe
B, . . .
)
. (6.8)
Ñîîòâåòñòâèå e 7→ g[e] ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-èíâàðèàíòíûì ïîä
äåéñòâèåì ( 6.7), ò.å. L ìîæåò çàâèñåòü îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ
e. Ñîîòâåòñòâèå æå e 7→ S[e]  ãëîáàëüíî èíâàðèàíòíî, ò.å.
èíâàðèàíòíî ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé L, íåçàâèñèìîé îò xµ.
Ëàãðàíæèàí èëüáåðòà ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç e. Ââåä¼ì
òàê íàçûâàåìûå èíâàðèàíòû Âåéöåíáîêà (Weitzenbok)
J1 = giag
jbgkcSijkS
a
bc, J2 = g
ijSkliS
l
kj, J3 = g
ijSaaiS
b
bj . (6.9)
Îíè êâàäðàòè÷íû ïî ïðîèçâîäíûì e (ïîòîìó ÷òî S ëèíåéíî ïî
de). Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëàãðàí-
æèàí èëüáåðòà ìîæåò áûòü âûðàæåí êàê
R[g]
√
|g| = (J1 + 2J2 − 4J3)
√
|g|+ 4∇i
(
Saabg
bi
√
|g|
)
. (6.10)
Íî ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ñèììåòðè÷íà, à ïîñëåäíåå âûðàæå-
íèå  êîâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ íåêîòîðîé âåêòîðíîé ïëîòíî-
ñòè âåñà îäèí. Ïîýòîìó ýòà âåëè÷èíà  îáû÷íàÿ äèâåðãåíöèÿ,
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è å¼ ìîæíî îòáðîñèòü áåç èçìåíåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ìî-
äèèöèðîâàííûé ëàãðàíæèàí èëüáåðòà ïðèíèìàåò âèä
L′ (e, ∂e) = (J1 + 2J2 − 4J3)
√
|g|. (6.11)
Âûðàæåíèÿ ( 6.9) ãëîáàëüíî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ( 6.7), à
ñîîòíîøåíèå ( 6.11) ëîêàëüíî èíâàðèàíòíî ïî ìîäóëþ íåñóùå-
ñòâåííûõ äèâåðãåíòíûõ ïîïðàâîê. È î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèÿ
( 6.9), ( 6.11) òàêæå îáùåêîâàðèàíòíû, ò.å. DiffM-èíâàðèàíòíû,
â òî÷íîñòè, êàê ãèëüáåðòîâ ëàãðàíæèàí. È òåïåðü âîçíèêàåò âî-
ïðîñ: ïî÷åìó íå äîïóñòèòü â ( 6.11), ò.å. â L′, íåêîòîðûå áîëåå
îáùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýèöèåíòàìè, íåæåëè ÷àñòíîå
îòíîøåíèå 1 : 2 : (−4) [49]? Òàêàÿ çàìåíà íå íàðóøàåò îáùåé
êîâàðèàíòíîñòè. Âåðíî òî, ÷òî ñîãëàñíî ( 6.7) îíà íàðóøàåò ëî-
êàëüíóþ èíâàðèàíòíîñòü ïîä äåéñòâèåì GL(n,R). Íî ãëîáàëü-
íàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåé ãðóïïû Ëîðåí-
öà O(n, η) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé. Èìåþòñÿ íåêîòîðûå ïðèçíà-
êè òîãî, ÷òî òàêèå ìîäèèöèðîâàííûå ìîäåëè æèçíåñïîñîáíû.
Îáùàÿ êîâàðèàíòíîñòü ãîðàçäî áîëåå âàæíà, òàê ÷òî, áûòü ìî-
æåò, ïðèíÿòèå ïðåäïîëîæåíèÿ î íåé, îçíà÷àþùåå òàêæå îòêàç
îò ëîêàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåé ãðóï-
ïû O(n, η) ⊂ GL(n,R), äåëàåò óïîð íà ïðèíÿòèè âìåñòî ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ îá èíâàðèàíòíîñòè ïîä äåéñòâèåì ãëîáàëüíîé
ãðóïïû GL(n,R), â òî âðåìÿ êàê ëîêàëüíàÿ èíâàðèàíòíîñòü,
î÷åâèäíî, íåâîçìîæíà. Õîòÿ öåëàÿ GL(n,R), äåéñòâóþùàÿ êàê
( 6.7), îïèñûâàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà ãåîìåòðèè ñòåïåíåé ñâîáî-
äû â FM [49].
7. Ìîäåëè òèïà Áîðíà-Èíåëüäà. Ñëåäóÿ è äàëüøå
ýòèì ïóò¼ì, ìû íàéä¼ì äîâîëüíî íåîæèäàííóþ è íîâóþ ìîòèâè-
ðîâêó äëÿ î÷åíü èíòåðåñíûõ êëàññîâ îáîáù¼ííûõ ìîäåëåé òèïà
Áîðíà-Èíåëüäà. Íà ñàìîì äåëå, ïðîñòåéøèé êëàññ ìîäåëåé,
îáùåêîâàðèàíòíûõ è ãëîáàëüíî èíâàðèàíòíûõ ïîä äåéñòâèåì
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GL(n,R) èìååò ñëåäóþùèé âèä
L =
√
|det [Lµν ]|, (7.1)
ãäå Lµν , ò.å. êîìïîíåíòû òàê íàçûâàåìîãî òåíçîðà Ëàãðàíæà,
çàäàíû êàê
Lµν = AS
α
βµS
β
αν +BS
α
αµS
β
βν + CS
β
βαS
α
µν , (7.2)
ãäå A, B, C  íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå [9].
Ýòî íàèáîëåå îáùèé òåíçîð, ïîñòðîåííûé êàê êâàäðàòè÷-
íàÿ óíêöèÿ îò ïðîèçâîäíûõ ∂e âåêòîðà e ïîñðåäñòâîì êâàä-
ðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû S, è, â òî æå âðåìÿ, ïî-
ñòðîåííûé èç ïîëÿ e ñîãëàñíî îáùåêîâàðèàíòíîìó ïðàâèëó âM
è àìîðíûì, GL(n,R)-èíâàðèàíòíûì ñïîñîáîì âî âíóòðåííåì
ïðîñòðàíñòâå R
n
.
Åãî ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü, ò.å. êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ äâóõ ñëà-
ãàåìûõ
Tµν = AS
α
βµS
β
αν +BS
α
αµS
β
βν , (7.3)
êàê ìîæíî îæèäàòü, èãðàåò ðîëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ íàïîìíèì, ÷òî ïðàâèëî Äèðàêà-Ýéíøòåéíà ( 6.5)
ηABe
A
µe
B
ν (7.4)
òàêæå áûëî îáùåêîâàðèàíòíûì â M è ëîêàëüíî O(n, η)-èíâà-
ðèàíòíûì â R
n
. Ýòà ïîñëåäíÿÿ ñèììåòðèÿ, áóäó÷è áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé, â ýòîì ñìûñëå áîãà÷å ÷åì òà, ÷òî çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíè-
åì ( 7.3). Îäíàêî îíà áåäíåå â ñìûñëå íåïîä÷èíåíèÿ ñèììåòðèè
GL(n,R). Ýòà ïîñëåäíÿÿ ñèììåòðèÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå áî-
ëåå óíäàìåíòàëüíà äëÿ FM è íå ïðåäóñìàòðèâàåò íèêàêîãî
èêñèðîâàííîãî îáúåêòà âî âíóòðåííåì ïðîñòðàíñòâå R
n
. Îñî-
áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñàìî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ( 7.3), â òî
âðåìÿ êàê îñòàëüíûå èãðàþò ïðîñòî ðîëü âòîðè÷íûõ ïîïðàâîê.
Âñå äåëî â òîì, ÷òî âûðàæåíèå
g[e]µν = S
α
βµS
β
αν (7.5)
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ïîñòðîåíî èç S â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãåáðàè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé
Êèëëèíãà. Ýòî ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíî. Ïóñòü ΩABC îáîçíà÷àåò
îáúåêò íåãîëîíîìèè íà e,
[eA, eB] = Ω
C
ABeC , de
A =
1
2
ΩABCe
C ∧ eB. (7.6)
Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ýòî e-íåãîëîíîìíîå
ïðåäñòàâëåíèå ñàìîãî e, ò.å.
Sλµν =
1
2
ΩCABe
λ
Ce
A
µe
B
ν , (7.7)
èëè, çàïèñàííîå èíûìè ñëîâàìè ñ ïîìîùüþ M-èíäåêñîâ,
S =
1
2
ΩCABeC ⊗ e
A ⊗ eB. (7.8)
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ëàãðàíæèàí, ïîñòðîåííûé èç e
îáùåêîâàðèàíòíûì è GL(n,R)-èíâàðèàíòíûì îáðàçîì, äîëæåí
çàâèñåòü îò S, è ïîýòîìó òàêæå îò ïðîèçâîäíûõ ∂e îäíîðîä-
íûì îáðàçîì ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè n. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá
ðàññìîòðåòü îáùèé ñëó÷àé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàäî ââåñòè íåêî-
òîðûå ñêàëÿðíûå âûðàæåíèÿ ïîñòðîåííûå èç g[e] ( 7.5) è S[e].
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå ñêàëÿðû, âñåãäà îäíîðîäíûå ñòåïå-
íè îäíîðîäíîñòè íîëü â S (èëè â ∂e), íå âíîñÿò íè÷åãî êà÷å-
ñòâåííî íîâîãî, íî óñëîæíÿþò îðìóëó äëÿ L (e, ∂e) = L(S).
Åñëè ïîëå áàçèñîâ îêàçûâàåòñÿ íàòÿíóòûì íà àëãåáðó Ëè, ò.å.
åñëè Ω ïîñòîÿííà, òî (M, e) ñòàíîâèòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ãðóïïû
Ëè, è g[e] ïðîïîðöèîíàëüíî å¼ òåíçîðó Êèëëèíãà:
g[e]µν = 4γ[e]ABe
A
µe
B
ν , γ[e]AB = Ω
K
LAΩ
L
KB, (7.9)
ãäå ΩABC  íå ÷òî èíîå, êàê ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå.
Âàæíûé è ïðèâîäÿùèé â ñèëüíîå âîëíåíèå âûâîä ñîñòîèò
â òîì, ÷òî åñëè àëãåáðà Ëè ïîëóïðîñòà, òî e  âñåãäà ðåøå-
íèå ïîëåâûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ëàãðàíæèàíà L êàê
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Ýòè ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ "îäíî-
ðîäíûìè" èëè "âàêóóìíûìè" ðåøåíèÿìè.
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8. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâåííûìè íåëèíåéíî-
ñòÿìè, íå èìåþùèìè õàðàêòåðà ìàëûõ âîçìóùåíèé, è
ãðóïïàìè ñèììåòðèè âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïðåäñòàâëåííàÿ
âûøå ìîäåëü áûëà ïîñòðîåíà äëÿ íåêîòîðûõ, î÷åíü ñïåöèàëü-
íûõ òèïîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è îñíîâûâàëàñü íà íåêîòî-
ðîé, î÷åíü ñïåöèàëüíîé ìîòèâèðîâêå. Îäíàêî ýòà ìîòèâèðîâêà
îêàçàëàñü âåñüìà ãëóáîêîé. Îíà êàê ðàç è âûðàæàåò íàøó èäåþ
î ñóùåñòâîâàíèè ãëóáîêîé è íåîòúåìëåìîé ñâÿçè ìåæäó ñóùå-
ñòâåííîé íåëèíåéíîñòüþ, íå èìåþùåé õàðàêòåðà ìàëûõ âîçìó-
ùåíèé, è ãðóïïàìè ñèììåòðèè âûñîêîãî ïîðÿäêà (áûòü ìîæåò,
ñêðûòûìè).
Ëàãðàíæèàíû âèäà ( 7.1), ( 7.2) î÷åíü èíòåðåñíû êàê àëü-
òåðíàòèâíûé ïîëþñ ïðîñòîòû â ñìûñëå äîïîëíèòåëüíîñòè ê
ëàãðàíæèàíàì, êâàäðàòè÷íûì ïî ñêîðîñòÿì (è ïðèâîäÿùèì ê
êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ïîëÿ). Îíè áûëè âïåðâûå îáíà-
ðóæåíû â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå (êàê ìîäåëè Áîðíà-
Èíåëüäà). Íî ìîòèâèðîâêà òîãäà áûëà ñîâåðøåííî äðóãîé,
îðèåíòèðîâàííîé íà òî, ÷òîáû èçáåæàòü òðóäíîñòåé, ïðèñóùèõ
ëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå Ìàêñâåëëà. Õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî
ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ òåîðèé ïîëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ëàãðàíæèàíû êâàäðàòè÷íû ïî ïðîèçâîäíûì. Êàæåòñÿ, ÷òî ýòà
âîçìîæíîñòü  íàèáîëåå ïðîñòàÿ. Íî ìîæíî íàéòè è äðóãîé,
àëüòåðíàòèâíûé ïóòü, èìåþùèé ãëóáîêîå îñíîâàíèå â ãåîìåò-
ðèè, ñèììåòðèè è íåëèíåéíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà âñÿêîãî ëàãðàíæèàíà L (Ψ, ∂Ψ)  ýòî ñòðóêòó-
ðà ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè âåñà îäèí (èëè, áîëåå òî÷íî, ïëîòíîñòü
Âåéëÿ, W -ïëîòíîñòü) íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ìíîãîîá-
ðàçèè, èëè, áîëåå îáùî, íà "ìíîãîîáðàçèè íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ". Â ïîëåâûõ òåîðèÿõ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè, èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, â òåîðèÿõ, ñîðìóëèðîâàííûõ
íà îñíîâå íåêîòîðîãî èêñèðîâàííîãî èëè äèíàìè÷åñêîãî ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà, ñêàæåì, â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,
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èìååòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ âåëè÷èí, ò.å.
L [g,Ψ] = L [g,Ψ]
√
|g|, (8.1)
ãäå L [g,Ψ] ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ èç ïîëåé, è
√
|g|,
ò.å. îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà,  ýòî ñòàíäàðòíàÿ ñêà-
ëÿðíàÿ ïëîòíîñòü âåñà îäèí. Çàòåì, êîãäà îñíîâûâàÿñü íà òà-
êîé àêòîðèçàöèè, áóäåò äîâîëüíî åñòåñòâåííûì îæèäàòü, ÷òî
ïðîñòåéøèå è íàèáîëåå ýåêòèâíûå ìîäåëè ëèíåéíû è êâà-
çèëèíåéíû, êîãäà L çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ ïîëèíîìèàëüíî, è
ïîëèíîì èìååò âòîðóþ (èëè ïî êðàéíåé ìåðå íèçêîãî ïîðÿäêà)
ñòåïåíü. Îäíàêî, åñëè ìû îäíàæäû ïðèìåì èëîñîèþ ñêàëÿð-
íûõ ïëîòíîñòåé êàê ÷òî-òî óíäàìåíòàëüíîå, òîãäà, òàêæå êàê
è â ñëó÷àå ( 7.1) ìû îêàæåìñÿ ñêëîííûìè âåðèòü â ïðîòèâîïî-
ëîæíûé ïîëþñ ïðîñòîòû. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî íå ñàì ëàãðàí-
æèàí, íî íåêîòîðûé äâàæäû êîâàðèàíòíûé òåíçîð Ëàãðàíæà
Lµν (Ψ, ∂Ψ) äîëæåí áûòü ðàññìîòðåí êàê íå÷òî óíäàìåíòàëü-
íîå, ïîòîìó ÷òî èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç (àáñîëþòíîãî
çíà÷åíèÿ) êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà âòîðîãî ïîðÿäêà  ýòî êàíî-
íè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ïëîòíîñòåé è âàðèà-
öèîííûõ ïðèíöèïîâ. Ïîýòîìó íå ëàãðàíæèàí, à èìåííî, òåíçîð
Ëàãðàíæà Lµν (Ψ, ∂Ψ) äîëæåí èìåòü êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòóþ
îðìó, íàïðèìåð êàê â ( 7.1), ( 7.2). Òàêèì îáðàçîì, îæèäàåòñÿ,
÷òî Lµν áóäåò íåêîòîðûì ïîëèíîìîì âòîðîãî (èëè ïî êðàéíåé
ìåðå íèçêîãî) ïîðÿäêà ïî ∂Ψ.
Ýòà èäåÿ î÷åíü ñòàðà è âîñõîäèò åù¼ ê íåêîòîðûì ïîïûò-
êàì Áîðíà è Èíåëüäà èçáåæàòü ïðîòèâîðå÷èé â êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêå. Ýòè ïîïûòêè ïî÷òè ïîëíîñòüþ çàáûòû, íî
íåäàâíî èíòåðåñ ê ýòîé ìîäåëè âîçðîäèëñÿ âíîâü [1, 10].
9. Òðàäèöèîííàÿ ìîäåëü Áîðíà-Èíåëüäà â ýëåêòðî-
äèíàìèêå. Ïóñòü Aµ  4-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òîãäà èíòåíñèâíîñòü ïîëÿ çàäàíà ñ ïîìîùüþ êîñîñèììåòðè÷íî-
ãî òåíçîðà
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (9.1)
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ò.å. âíåøíåé ïðîèçâîäíîé (â ýòîì ñëó÷àå, ãðóáî ãîâîðÿ, îïåðà-
öèåé âçÿòèÿ ðîòîðà) îò Aµ. Îñíîâíûå èíâàðèàíòû ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
S = −
1
4
FµνF
µν = −
1
4
gµκgνλFµνFκλ =
1
2
(
E
2
− B
2
)
, (9.2)
P = −
1
4
FµνFˇ
µν = −
1
8
εµνλκFµνFκλ = E · B, (9.3)
ãäå S  ñêàëÿð, P  ïñåâäîñêàëÿð, à E è B  ñîîòâåòñòâåííî
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ. Êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà E, ò.å. Ei, ðàâíû êîìïîíåíòàì F0i (èëè Fi0 = −F0i, â çàâè-
ñèìîñòè îò êîíâåíöèè) òåíçîðà F , à êîìïîíåíòû ïñåâäîâåêòîðà
B, ò.å. Bi, ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè Fjk = −Fkj , j 6= k, k 6= i,
i 6= j. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òî, ÷òî ìû ñëå-
äóåì çäåñü ðåëÿòèâèñòñêîé êîíâåíöèè, ãäå ãðå÷åñêèå èíäåêñû
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè, à ëàòèíñêèå  òîëüêî
ïðîñòðàíñòâåííûìè. Òàêèì îáðàçîì µ, ν ïðîáåãàþò öåëûé äèà-
ïàçîí 0, 1, 2, 3, â òî âðåìÿ êàê i, j, k  òîëüêî 1, 2, 3. Êðîìå òîãî
â âûøåïðèâåä¼ííûõ îðìóëàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå ñóììèðî-
âàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.
Ïóñòü L[F ] = ℓ(S, P )  ëàãðàíæèàí, à gµν  ìåòðèêà Ìèí-
êîâñêîãî. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïñåâäî-îðòîãîíàëüíûå
êîîðäèíàòû, òàê ÷òî
[gµν ] = diag (1,−1,−1,−1) . (9.4)
Òðàäèöèîííûé ëàãðàíæèàí Ìàêñâåëëà â ëèíåéíîé ýëåêòðî-
äèíàìèêå èìååò âèä
L = S. (9.5)
Õîðîøî èçâåñòíûé ëàãðàíæèàí â íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíà-
ìèêå Áîðíà-Èíåëüäà çàïèñûâàåòñÿ êàê
L = b2 − b2
√
1−
2
b2
S −
1
b4
P 2
= b2
√
|det [gµν ]| −
√
|det [bgµν + Fµν ]|. (9.6)
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Ïðè ýòîì âûøåïðèâåä¼ííàÿ ìîäåëü áûëà ñîðìóëèðîâàíà óæå
â îêîí÷àòåëüíîé âåðñèè òåîðèè; â íà÷àëå æå ïðåäëîæåííàÿ Áîð-
íîì îðèãèíàëüíàÿ ìîäåëü îñíîâûâàëàñü íà ëàãðàíæèàíå
L = b2
(√
1 +
1
b2
(
B
2
− E
2
)
− 1
)
. (9.7)
Îáå ìîäåëè ( 9.6) è ( 9.7) äàþò òîò æå ðåçóëüòàò, êîãäà ìû
èùåì ñòàöèîíàðíûå, ñåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ ïîëå-
âûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ñóùåñòâóþò è íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ â
äðóãèõ ïðåäñêàçàíèÿõ ýòèõ äâóõ òåîðèé.
Îñíîâíàÿ ìîòèâèðîâêà äëÿ ïîèñêîâ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé â
ýëåêòðîäèíàìèêå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
• ïîëó÷èòü êîíå÷íóþ ñîáñòâåííóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ ýíåð-
ãèþ ýëåêòðîíà (à ñëåäîâàòåëüíî è åãî êîíå÷íóþ ýëåê-
òðîìàãíèòíóþ ìàññó), à âîçìîæíî è ýåêò íàñûùåíèÿ
(ñàòóðàöèè), ò.å. ìàêñèìàëüíóþ ñèëó ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîëÿ,
• èìåòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû èç óðàâíåíèé ïîëÿ, íàïðèìåð êàê
äëÿ ìàññèâíûõ ÷àñòèö â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
[2, 3, 11].
Èäåàëüíîé ñõåìîé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñõåìà ïîÿâëåíèÿ ñó-
ùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, ò.å.
â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà.
Ñåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ïîëåâûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå ìû ïîëó÷àåì äëÿ ìîäåëåé ( 9.6) è ( 9.7), ÿâ-
íî óäîâëåòâîðÿþò âûøåïðèâåä¼ííûì òðåáîâàíèÿì. Åñëè ìû ïî-
òðåáóåì, ÷òîáû ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ϕ = A0 (Ai = 0)
áûë óíêöèåé òîëüêî îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé r, òîãäà ìû
â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êàðòèíó, êîòîðàÿ èë-
ëþñòðèðóåò êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýëåêòðîäèíàìèêîé
Ìàêñâåëëà è Áîðíà-Èíåëüäà:
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èñ. 3
Ñîîòâåòñòâóþùåå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå èìååò âèä:
E(r) =
e√
r40 + x
4
r
r
, ϕ(r) =
∫
∞
r
edx√
r40 + x
4
, r0 =
√
e
b
, (9.8)
ãäå e  ýòî ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ñ èçè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ òîæäåñòâåííà ýëåêòðè÷åñêîìó çàðÿäó ýëåêòðîíà,
à r îáîçíà÷àåò ðàäèóñ-âåêòîð.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ êîíå÷åí, ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå E îãðàíè÷åíî (õîòÿ è íåîïðåäåëåíî â òî÷êå r =
0), ïëîòíîñòü ýíåðãèè ω, ò.å. êîìïîíåíòà T00 òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà, áåñêîíå÷íà â òî÷êå r = 0, íî òåì íå ìåíåå îáùàÿ
ýíåðãèÿ (ò.å. ìàññà ýëåêòðîíà) E =
∫
ωd3r êîíå÷íà.
10. Èñêëþ÷èòåëüíîñòü ìîäåëè Áîðíà-Èíåëüäà. Â
ñâîå âðåìÿ èìåëè ìåñòî ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ
íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè, íî ñðåäè âñåõ íèõ ìîäåëü Áîðíà-
Èíåëüäà ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå êàíîíè÷íîé è èñ-
êëþ÷èòåëüíîé â ñèëó ñëåäóþùèõ ñâîèõ ñâîéñòâ:
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• îíà êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíà,
• óíêöèîíàë ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼í-
íûì,
• òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè èìåþò êîíå÷íóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ
ìàññó,
• â ðåëÿòèâèñòñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïîòîê ýíåðãèè íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì âåêòîðîì,
• â íåé íåò äâîéíîãî ëó÷åïðåëîìëåíèÿ,
• â íåé ñóùåñòâóþò ïëîñêèå âîëíû íà îíå ïîñòîÿííîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàêæå óåäèí¼ííûå âîëíû.
Âñëåäñòâèå ýòîãî òåîðèÿ Áîðíà-Èíåëüäà êàçàëàñü íàèáîëåå
èíòåðåñíîé ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ýëåê-
òðîäèíàìèêè, íî, òåì íå ìåíåå, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå îíà îêàçàëàñü
ÿâíî ðàçî÷àðîâûâàþùåé ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:
• íå áûëî óáåäèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â îæèäàåìîé èìïëè-
êàöèè: óðàâíåíèÿ ïîëÿ ⇒ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Óñïåõ îá-
ùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ýòîì îòíîøåíèè îïèðàë-
ñÿ íå òîëüêî íà íàëè÷èè íåëèíåéíîñòè, õîòÿ è áûë ñ íåþ
ñèëüíî ñâÿçàí. ëàâíûì îáðàçîì ýòî ïðîèçîøëî áëàãîäàðÿ
òîæäåñòâàì Áüÿíêè, êîòîðûå ñëåäóþò èç îáùåé êîâàðè-
àíòíîñòè. Ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü áûëà çäåñü êîíå÷-
íî âàæíà, íî íå íàïðÿìóþ, à òîëüêî êàê ñëåäñòâèå îáùåé
êîâàðèàíòíîñòè.
• íå áûëî ïîõîæå íà òî, ÷òî ñïåêòðû ñâåðõòÿæ¼ëûõ àòîìîâ
ïîäòâåðæäàþò èäåè Áîðíà-Èíåëüäà,
• èìåëèñü ñåðü¼çíûå òðóäíîñòè ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé
âåðñèè òåîðèè îáóñëîâëåííûå íåïîëèíîìèàëüíîé ñòðóêòó-
ðîé ëàãðàíæèàíà,
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• îäíîé èç å¼ ãëàâíûõ ìîòèâèðîâîê áûëà áåñêîíå÷íîñòü
ýëåêòðîìàãíèòíîé ìàññû â ëèíåéíîé òåîðèè Ìàêñâåëëà.
Íî âñêîðå ïîÿâèëàñü êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, è áëàãî-
äàðÿ ïðîöåäóðå ðåíîðìàëèçàöèè ó÷¼íûå ïåðåñòàëè áîëüøå
áîÿòüñÿ áåñêîíå÷íîñòåé. Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî ìàññà ýëåêòðîíà íå èìååò òîëüêî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïðîèñõîæäåíèÿ, âñëåäñòâèå ýòîãî ýòè äâå áåñêîíå÷íîñòè
âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ è ìàññà ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîé.
• áóêâàëüíî ãîâîðÿ, èñòîðè÷åñêàÿ ìîäåëü Áîðíà-Èíåëüäà
íå î÷åíü õîðîøî ïîäõîäèò ïðè îïèñàíèè "âíåøíåé" çà-
ðÿæåííîé ìàòåðèè (îòëè÷íîé îò "âíóòðåííåé", êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ îñîáåííîñòÿìè ïîëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè D).
Íàïðèìåð, äëÿ êâàíòîâîé êîãåðåíòíîé ìàòåðèè ìû èìååì
L = b2
√
|g| −
√
bg + F
+ gµνDµΨDνΨ
√
|g| −m2ΨΨ
√
|g|, (10.1)
ãäåDµ = ∂µ+ieAµ. Âîçíèêàþùèå çäåñü ïîëåâûå óðàâíåíèÿ
èìåëè áû íåðàöèîíàëüíóþ ñòðóêòóðó â ïîëåâûõ ïåðåìåí-
íûõ è èõ ïðîèçâîäíûõ.
Âñëåäñòâèå âûøåïðèâåä¼ííûõ ïðè÷èí èíòåðåñ ê ìîäåëè
Áîðíà-Èíåëüäà ïîñëå íåêîòîðîãî âðåìåíè ñîâñåì èñ÷åç ñ è-
çè÷åñêîãî "ðûíêà". Âðåìÿ îò âðåìåíè ìîäåëü áûëà èñïîëüçîâà-
íà êàê êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ ÿâ-
ëåíèé, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ðàññåÿíèå îòîíîâ íà îòîíàõ. Â
ðåçóëüòàòå å¼ ïðåäñêàçàíèÿ ñîâïàäàëè ñ òåìè, êîòîðûå áûëè ïî-
ëó÷åíû ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, íî ïðîöåäóðà
áûëà âî ìíîãèõ àñïåêòàõ çíà÷èòåëüíî ïðîùå. Íåëèíåéíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå ìåæäó ëèíåéíûì ïîëåì Ìàêñâåëëà è ìàòåðèåé áûëî
â ýòîì ñëó÷àå çàêîäèðîâàíî â íåëèíåéíîñòè Áîðíà-Èíåëüäà
â âèäå ÷èñòî ýëåêòðîìàãíèòíîé ìîäåëè. ðóáî ãîâîðÿ, íåëè-
íåéíîñòü ïîëåâîé äèíàìèêè çàìåùàåò ìàòåðèþ, ýåêòèâíî å¼
îïèñûâàÿ.
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11. Àèííî-òâ¼ðäûå òåëà. Òåîðèÿ àèííî-òâ¼ðäûõ
òåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ìåõàíè÷åñêèé
ïðèìåð, ëåæàùèé â îñíîâå íàøåé èäåè GL(n,R)-èíâàðèàíòíîé
ãðàâèòàöèè, îñíîâàííîé íà ëèíåéíûõ áàçèñàõ [1220].
èñ. 4
Âî âðåìÿ äâèæåíèÿ âñå àèííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñî-
ñòàâëÿþùèìè òåëà ñîõðàíÿþòñÿ. Â îáùåì ýòî íå òàê ñ ìåòðè-
÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïîýòîìó ëàãðàíæåâû è ýéëåðîâû êî-
îðäèíàòû aK , ξi ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êàê
ξi(t, a) = xi + ϕiK(t)a
K , (11.1)
ãäå xi  ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ, à ϕiK  êîîðäèíàòû âíóòðåííå-
ãî äâèæåíèÿ. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå â ñîâîêóïíîñòè èìåþòñÿ
n(n+ 1) îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò xi è ϕiK .
Ìû èìååì îáîáù¼ííûå ñêîðîñòè vi, V iK è íåêîòîðûå äðóãèå
îïðåäåëÿåìûå èìè âåëè÷èíû, òàêèå êàê àèííûå ñêîðîñòè Ω,
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Ω̂ â ïðîñòðàíñòâåííîì è ñâÿçàííîì ñ òåëîì ïðåäñòàâëåíèÿõ
vi =
dxi
dt
, v̂A = ϕ−1Aiv
i, V iK =
dϕiK
dt
, (11.2)
Ωij = V
i
Kϕ
−1K
j =
dϕiK
dt
ϕ−1Kj, (11.3)
Ω̂AB = ϕ
−1A
iV
i
B = ϕ
−1A
i
dϕiB
dt
= ϕ−1AiΩ
i
jϕ
j
B. (11.4)
Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àèííûå àíàëîãè óãëîâûõ ñêîðîñòåé
èç ìåõàíèêè òâ¼ðäîãî òåëà.
12. "Îáû÷íàÿ" êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T , îñíîâàííàÿ
íà ïðèíöèïå Äàëàìáåðà. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì óíêöèþ
Ëàãðàíæà
L = T − V(x, ϕ), (12.1)
ãäå V(x, ϕ)  ýòî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
çàïèñûâàåòñÿ êàê
T =
m
2
gij
dxi
dt
dxj
dt
+
1
2
gij
dϕiA
dt
dϕjB
dt
JAB = Ttr + Tint, (12.2)
à âåëè÷èíû
m =
∫
dµ(a), JAB =
∫
aAaBdµ(a) (12.3)
ñîîòâåòñòâåííî îïèñûâàþò òðàíñëÿöèîííóþ (ìàññà) è âíóòðåí-
íþþ èíåðòíîñòü. Çäåñü T  ýòî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îïèñû-
âàþùàÿ ëèíåéíûé îí.
13. Äèíàìè÷åñêè àèííî-èíâàðèàíòíûå ìîäåëè.
Ñâÿçü ìåæäó ñèëüíîé íåëèíåéíîñòüþ è ñèììåòðèåé
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Âûøåïðèâåä¼ííàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ õî-
òÿ è îñíîâàíà íà àèííûõ ñòåïåíÿõ ñâîáîäû, íå ÿâëÿåò-
ñÿ àèííî-èíâàðèàíòíîé íà óðîâíå äèíàìèêè, òàê ÷òî åå
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ñèììåòðèÿ ñëèøêîì áåäíà. Îäíàêî ìû ìîæåì ââåñòè ìîäåëè,
àèííî-èíâàðèàíòíûå â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:
leftTint =
1
2
LBA
D
CΩ̂
A
BΩ̂
C
D, (13.1)
leftTtr =
m
2
ηAB v̂
Av̂B =
m
2
Cijv
ivj, (13.2)
ãäå Cij = ηABϕ
−1A
iϕ
−1B
j  òåíçîð äåîðìàöèé Êîøè, è ìàòå-
ðèàëüíîì:
rightTint =
1
2
Rj i
l
kΩ
i
jΩ
k
l, (13.3)
rightTtr =
m
2
gijv
ivj =
m
2
GABv̂
Av̂B, (13.4)
ãäå GAB = gijϕ
i
Aϕ
j
B  òåíçîð äåîðìàöèé ðèíà.
Çäåñü L, R  íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Íî Ω è Ω̂  íåãîëî-
íîìíûå ñêîðîñòè, ïîýòîìó ìåòðèêè, ëåæàùèå â îñíîâå ýòèõ T ,
ÿâëÿþòñÿ íååâêëèäîâûìè, è äàæå áåç ïîòåíöèàëà äèíàìèêà èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî "áîëüøîé" àèííîé ãðóïïû, íå òîëü-
êî îòíîñèòåëüíî ñîõðàíÿþùèõ ìåòðèêó ãðóïï (èçîìåòðèé) êàê
â ðàçä. 12.
Ìîäåëè, îäíîâðåìåííî èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ëåâûõ è
ïðàâûõ (ïðîñòðàíñòâåííûõ è ìàòåðèàëüíûõ) äåéñòâèé àèí-
íûõ ãðóïï, íå ñóùåñòâóåò. Íî ñàìà âíóòðåííÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü äâóñòîðîííå àèííî-èíâàðèàíòíà. Îäíà-
êî òàêèå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè çíàêîíåîïðåäåëåíû:
affT affint =
A
2
Tr
(
Ω2
)
+
B
2
(TrΩ)2 =
A
2
Tr
(
Ω̂2
)
+
B
2
(
TrΩ̂
)2
. (13.5)
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò èíòåðåñíûå ìîäåëè, àèííî-èí-
âàðèàíòíûå â èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è òîëüêî èçîìåòðè÷å-
ñêè èíâàðèàíòíûå â ìàòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, è íàîáîðîò.
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Ýòî ñîîòâåòñòâåííî
affTmetrint =
I
2
ηACη
BDΩ̂ABΩ̂
C
D +
affT affint , (13.6)
metrT affint =
I
2
gikg
jlΩijΩ
k
l +
affT affint , (13.7)
ãäå I, A èB  ïîñòîÿííûå, îïèñûâàþùèå èíåðöèîííûå ñâîéñòâà
òåëà âî âðåìÿ âíóòðåííåãî (îòíîñèòåëüíîãî) äâèæåíèÿ. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè ýòî èíåðöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáîðîòàì è îäíîðîä-
íûì äåîðìàöèÿì.
Åñëè âåëè÷èíû I, A è B óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì îãðà-
íè÷åíèÿì, òîãäà âûðàæåíèÿ ( 13.6), ( 13.7) ìîãóò áûòü ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíû. Ìíîãîîáðàçèå òàêèõ òðîåê (I, A,B)  ýòî
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â R
3
.
Ñëåäóÿ âûøåîïèñàííîé ñõåìå, êîòîðàÿ çàäàíà âûðàæåíèÿìè
( 13.1)( 13.4), ìîæíî ïîñòðîèòü íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ðèìàí-
íîâñêèå ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, à
òî÷íåå, íà ìíîãîîáðàçèè (îáû÷íî ñèììåòðè÷íûõ) áèëèíåéíûõ
îðì çàäàííûõ íà äåéñòâèòåëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå è
íà ìíîãîîáðàçèè (îáû÷íî ýðìèòîâûõ) ïîëóòîðàëèíåéíûõ îðì
çàäàííûõ íà êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Âûøåóïî-
ìÿíóòûå ðèìàííîâñêèå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ òàêæå èíâàðèàíò-
íûìè ïîä äåéñòâèåì "áîëüøûõ" ãðóïï, íàïðèìåð öåëîé ëèíåé-
íîé ãðóïïû êàê â ñëó÷àå ìîäåëåé ( 13.1)( 13.7). Êðîìå òîãî,
ïîëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ èõ ãåîäåçè÷åñêèõ êðèâûõ òàêæå
ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ñèëüíî, ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè.
Ñóùåñòâóåò íàäåæäà, ÷òî òàêèå ìîäåëè íåëèíåéíîé äèíà-
ìèêè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè îïèñàíèè îñíîâàíèé òåîðèè
êâàíòîâ. Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî îíè ìîãóò áûòü âûãîäíû â îáú-
ÿñíåíèè ïðîáëåìû äåêîãåðåíöèè è êâàíòîâûõ ïàðàäîêñîâ èçìå-
ðåíèé.
Â êàæäîì ñëó÷àå ïðåäëîæåííàÿ íåëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé, íàòóðàëüíîé è íå èìååò õàðàêòåðà ìàëûõ âîçìó-
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ùåíèé. Ñ óâåðåííîñòüþ ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî îíà íå ââåäå-
íà "âðó÷íóþ", êàê â íåêîòîðûõ èñêóññòâåííûõ ìîäåëÿõ íåëè-
íåéíîñòè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
14. Ñèëüíî íåëèíåéíûå ðåàëèñòè÷åñêèå ãåîäåçè÷å-
ñêèå ìîäåëè, èõ ñòðîãàÿ ðàçðåøèìîñòü è öåïî÷êè. Ñðå-
äè âñåõ ýòèõ àèííûõ ìîäåëåé ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé,
àèííî-èíâàðèàíòíîé êàê ìèíèìóì â èçè÷åñêîì èëè ìà-
òåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ( 13.5)( 13.7) èìåþòñÿ òàêèå, êîòî-
ðûå çàäàþò óïðóãóþ äèíàìèêó ëèøü â ñàìîé êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, áåçî âñÿêèõ ïîòåíöèàëîâ. Ýòî èìååò ìåñòî êàê ìè-
íèìóì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ ñîõðàíÿåò îáú¼ì. Òàêèå ìîäåëè
ìîãóò îïèñûâàòü óïðóãèå êîëåáàíèÿ, äàæå åñëè îíè ÷èñòî ãåî-
äåçè÷åñêèå, ò.å. íå ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ýòî
íàïîìèíàåò ïðèíöèï Ìîïåðòþè. È òàêèå ìîäåëè, ïî êðàéíåé
ìåðå ÷àñòè÷íî, ìîãóò áûòü ÿâíî ðåøåíû íà îñíîâå íåêîòîðûõ
ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìàòðè÷íûõ óíêöèé. Âñ¼ ýòî èìååò ìåñòî
áëàãîäàðÿ çàìå÷àòåëüíîé ñâÿçè ìåæäó ñóùåñòâåííîé íåëèíåé-
íîñòüþ è ñèììåòðèÿìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ýòî íàïîìèíàåò íàøè
àèííî-èíâàðèàíòíûå ìîäåëè, îðìàëüíî îïðåäåë¼ííûå äëÿ
ïîëåé ëèíåéíûõ áàçèñîâ â ãðàâèòàöèè.
Ñâÿçü ñ èíòåãðèðóåìûìè öåïî÷êàìè ìîæíî óâèäåòü, åñëè
âîñïîëüçîâàòüñÿ òàê íàçûâàåìûì áèïîëÿðíûì ðàçëîæåíèåì
ϕ = LDR−1, (14.1)
ãäå ìàòðèöû L è R îðòîãîíàëüíû, à ìàòðèöà D äèàãîíàëüíà.
Òîãäà L è R îïèñûâàþò äâà íåêîòîðûõ èêòèâíûõ ãèðîñêî-
ïà (îðòîíîðìàëüíûå ãëàâíûå îñè òåíçîðîâ äåîðìàöèé Êîøè
è ðèíà). Òîãäà ââîäÿò ñîïóòñòâóþùèå óãëîâûå ñêîðîñòè ýòèõ
ãèðîñêîïîâ,
χ̂ = L−1
dL
dt
= −χ̂, ϑ̂ = R−1
dR
dt
= −ϑ̂, (14.2)
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è èíâàðèàíòû äåîðìàöèé, ò.å. äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû D:
D = diag
(
Q1, . . . , Qn
)
. (14.3)
Óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
Dii = Q
i = exp qi, (14.4)
ò.å.
qi = lnQi. (14.5)
Äàëåå öåëåñîîáðàçíî ââåñòè êîíöåïöèþ óãëîâûõ ìîìåíòîâ (ñïè-
íîâ) äëÿ ãèðîñêîïîâ L è R, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåëè÷è-
íû, êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûå ê χ̂, ϑ̂. Ýòè êàíîíè÷åñêèå ñïèíû
îáîçíà÷èì ̺̂= −̺̂ è τ̂ = −τ̂ ñîîòâåòñòâåííî. Ââåä¼ì òàêæå ñëå-
äóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû:
M = −̺̂− τ̂ , N = ̺̂− τ̂ , (14.6)
êîòîðûå, êîíå÷íî, êîñîñèììåòðè÷íû. Êàíîíè÷åñêèå ìîìåíòû,
ñîïðÿæ¼ííûå qi, áóäóò îáîçíà÷åíû ÷åðåç pi, à ìîìåíòû, ñîïðÿ-
æ¼ííûå ïåðåìåííûì Qi  ÷åðåç Pi.
Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè ( 13.5), ðàññìîò-
ðåííîé äëÿ ïðîñòîòû â ñëó÷àå, êîãäà B = 0 (ýòî íà ñàìîì äåëå
òîëüêî âòîðè÷íàÿ ïîïðàâêà), èìååì
affT affint =
1
2α
C(2), (14.7)
ãäå α  ìíîæèòåëü èíåðöèîííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, à C(2)  âòî-
ðàÿ óíêöèÿ Êàçèìèðà:
C(2) =
∑
a
p2a +
1
16
∑
a,b
(Mab)
2
sh2(qa − qb)/2
−
1
16
∑
a,b
(Nab)
2
ch2(qa − qb)/2
. (14.8)
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Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò âçàèìíîå îòòàëêèâàíèå èíâàðèàí-
òîâ äåîðìàöèè, à òðåòüå  èõ ïðèòÿæåíèå. Âñëåäñòâèå ýòîãî
èìåþòñÿ îáëàñòè îãðàíè÷åííîãî è ðàññåèâàþùåãî äâèæåíèÿ (è
ñóùåñòâóåò ÷¼òêàÿ ãðàíèöà ìåæäó íèìè) äàæå â ÷èñòî ãåîäåçè-
÷åñêèõ ìîäåëÿõ (ïðåäïîëàãàÿ òîëüêî èõ àèííóþ èíâàðèàíò-
íîñòü). Äðóãèìè ñëîâàìè ïîëó÷àåì ãåîäåçè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå êîëåáàíèé  êîíå÷íî æå çà èñêëþ÷åíèåì äèëàòàöèé, êîòî-
ðûå ñòàáèëèçèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëà V(q).
Îáùèå èçîòðîïíûå ïîòåíöèàëû èìåþò âèä:
V = V
(
q1, . . . , qn
)
. (14.9)
Äîïîëíèòåëüíî, ïðèíèìàÿ ìîäåëü èç ðàçä. 12, óïðîù¼ííóþ
çà ñ÷¼ò ïîäñòàíîâêè
JAB = IδAB, (14.10)
âûðàæàþùåé èçîòðîïèþ òåíçîðà èíåðöèè, ïîëó÷àåì
Tint =
1
2I
∑
a
P 2a +
1
8I
∑
a,b
(Mab)
2
(Qa −Qb)2
+
1
8I
∑
a,b
(Nab)
2
(Qa +Qb)2
. (14.11)
ßñíî, ÷òî îðìóëû ( 14.7), ( 14.8), ( 14.11) äåìîíñòðèðóþò íåêî-
òîðîå ãëóáîêîå ðîäñòâî ñ èíòåãðèðóåìûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè
öåïî÷êàìè Ñàçåðëýíäà è Êàëîäæåðî [21] è ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû äëÿ àíàëèçà èõ ðåøåíèé. Îòðèöàòåëüíûé âêëàä â ( 14.8)
îòâå÷àåò çà òîò àêò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîäåçè÷åñêèå ìî-
äåëè ìîãóò îïèñûâàòü óñòîé÷èâûå, â êàêîì-òî ñìûñëå "îãðàíè-
÷åííûå", óïðóãèå êîëåáàíèÿ.
àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ñîòðóäíè÷åñòâà ìåæ-
äó Ïîëüñêîé è îññèéñêîé Àêàäåìèÿìè Íàóê.
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ÓÄÊ 530.1; 531
Ñèììåòðèÿ è ãåîìåòðè÷åñêè-îáóñëîâëåííûå íåëèíåéíîñòè â
ìåõàíèêå è òåîðèè ïîëÿ. Ñëàâÿíîâñêèé ß. Å., Êîâàëü÷óê Â.
Symmetries and geometrially implied nonlinearities in meha-
nis and eld theory. Warsaw (Poland): Institute of Fundamental
Tehnologial Researh of Polish Aademy of Sienes. 2009. P. ???
???.
àññìîòðåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó íåëèíåéíîñòüþ è ñèììåò-
ðèåé äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îñîáåííîå âíèìàíèå óäåëåíî ñóùå-
ñòâåííîé (íå èìåþùåé õàðàêòåðà ìàëûõ âîçìóùåíèé) íåëèíåé-
32
íîñòè, êîãäà âîîáùå íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîãî îíà. Òàêàÿ íåëè-
íåéíîñòü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òåõ íåëèíåéíîñòåé, êîòî-
ðûå çàäàþòñÿ íåëèíåéíûìè ïîïðàâêàìè, íàëîæåííûìè íà íåêî-
òîðûé ëèíåéíûé îí. Â íåêîòîðîì ñìûñëå íàøè èäåè ÿâëÿþòñÿ
ïðîäîëæåíèåì è ðàçâèòèåì ïîäõîäà, ïîëîæåííîãî Áîðíîì è Èí-
åëüäîì â îñíîâó ñâîåé ýëåêòðîäèíàìèêè, à òàêæå ñõåì îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Îñîáåííî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ à-
èííûå ñèììåòðèè ñòåïåíåé ñâîáîäû è äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè.
àññìîòðåíû ìåõàíè÷åñêèå ãåîäåçè÷åñêèå ìîäåëè, ãäå óïðóãàÿ
äèíàìèêà òåëà ñîñðåäîòî÷åíà íå â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à èñ-
êëþ÷èòåëüíî â àèííî-èíâàðèàíòíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
ò.å. â àèííî-èíâàðèàíòíûõ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðàõ íà êîíè-
ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòî íàïîìèíà-
åò èäåþ, çàêëþ÷¼ííóþ â âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå Ìîïåðòþè.
àññìîòðåíà òàêæå äèíàìèêà ïîëåé ëèíåéíûõ áàçèñîâ, èíâàðè-
àíòíàÿ ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîé ãðóïïû âíóòðåííèõ ñèììåòðèé.
Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèå ìîäåëè àâòîìàòè÷åñêè èìåþò ñòðóêòóðó
îáîáù¼ííîé ìîäåëè Áîðíà-Èíåëüäà. Ýòîò àêò ÿâëÿåòñÿ íî-
âûì ïîäòâåðæäåíèåì èäåé, âïåðâûå ïðåäëîæåííûõ Áîðíîì è
Èíåëüäîì. àññìîòðåííûå ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
â òåîðèè íåëèíåéíîé óïðóãîñòè è â ìåõàíèêå ðåëÿòèâèñòñêèõ
ñðåä ñî ñòðóêòóðîé. Îíè òàêæå ìîãóò ïðèâåñòè íàñ ê íåêîòî-
ðûì àëüòåðíàòèâíûì ìîäåëÿì â òåîðèè ãðàâèòàöèè. Êðîìå òî-
ãî ñóùåñòâóåò èíòåðåñíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè ìîäåëÿìè
è òåîðèåé íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê.
Disussed is relationship between nonlinearity and symmetry
of dynamial models. The speial stress is laid on essential, non-
perturbative nonlinearity, when none linear bakground does exist.
This is nonlinearity essentially dierent from ones given by nonli-
near orretions imposed onto some linear bakground. In a sense
our ideas follow and develop those underlying Born-Infeld eletro-
dynamis and general relativity. We are partiularly interested
in ane symmetry of degrees of freedom and dynamial models.
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Disussed are mehanial geodeti models where the elasti dyna-
mis of the body is not enoded in potential energy but rather
in anely-invariant kineti energy, i.e., in anely-invariant metri
tensors on the onguration spae. In a sense this resembles the idea
of Maupertuis variational priniple. We disuss also the dynamis
of the eld of linear frames, invariant under the ation of linear
group of internal symmetries. It turns out that suh models have
automatially the generalized Born-Infeld struture. This is some
new justiation of Born-Infeld ideas. The suggested models may
be applied in nonlinear elastiity and in mehanis of relativisti
ontinua with mirostruture. They provide also some alternative
models of gravitation theory. There exists also some interesting
relationship with the theory of nonlinear integrable latties.
Keywords: nonlinearity, symmetry, non-perturbative models,
ane invariane, Born-Infeld nonlinearity, anely-rigid bodies,
relativisti strutured ontinua, internal degrees of freedom.
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